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…человек многие тысячелетия жил не замечая, что в окружающей его природе есть числа. Миллиарды чисел. Однажды утром случайно, как цветок в траве, нашел он свое первое число. Как первую улыбку. Он открыл это первое число с таким трудом, с каким открыл свое будущее. Но для того, чтобы добраться до следующего числа, ему потребовалось несколько тысячелетий, то есть, больше, чем нужно, чтобы открыть послезавтра. В конце концов, он начал приручать и укрощать числа вокруг себя, плодить их, и они множились от его прикосновения и взгляда. Но только для него. Больше ни для кого в мире числа не существовали, ни на земле, ни в земле, ни над землей. Ни для животных, ни для растений. Сначала он думал, что мертвые забывают числа, но как-то раз, глядя на отражения звезд в воде, понял, что числа есть и на небе, причем в несметных количествах. И так же как его предок Адам дал имена животным, человек начал давать имена всем этим бесконечным числам. Однако чисел было так много, что душа человека отступила перед ними. В его душе не осталось ни капли сил как раз тогда, когда должно было начаться укрощение небесных чисел.

Милорад Павич.
Последняя любовь в Константинополе.
ПРЕДИСЛОВИЕ
Эта книга задумана как часть вторая моей «Философии математики»1  (1 Целищев В.В. Философия математики. - Новосибирск: Наука, 2002.). Как и в первой части, в ней избегаются «избитые» темы, и смею надеяться, представленный материал в основном будет новым для русскоязычного читателя. Оглавление книги говорит само за себя, и нет смысла предварять основной текст какого-либо рода объяснениями. Однако есть смысл сказать несколько слов о том, какого рода установки преследовал автор при написании книги.

Прежде всего, философия математики есть тесное переплетение философии, или лучше сказать, метафизики и собственно математики. Математика требует точности, а метафизика всегда идет в противоположном направлении. Конфликт неизбежен, и приходится искать такие формы философского анализа, которые не нанесли бы ущерба ни одной из этих практически независимых областей размышления над «высокими материями». Мало кому удавалось успешное преодоление такого конфликта, и такие редкие случаи представляют собой классику философии математики. Приходит на ум, конечно же, основатель аналитической философии Бертран Рассел. Иногда этого мыслителя упрекают в том, что он слишком сузил рамки философии, которая отнюдь не сводится к сайентизму. В хоре подобного рода упреков выделяется математик и философ Майкл Даммит, который «спасает» аналитическую философию от сайентизма, провозгласив одним из ее основателей Э. Гуссерля, утверждая при этом, что «аналитическая философия и феноменологическая школа выросли из одних и тех же корней»2. Больше того, Даммит полагает, что Principia Mathematica, которая инспирировала признание математики в качестве одного из краеугольных камней философии, не является основополагающей работой для аналитической философии. Как замечает П. Хилтон, «такое заключение конечно же неприемлемо. Principia Mathematica ... определенно является парадигмальной работой в аналитической философии и ее развитии»3. Что касается герменевтики и феноменологии, пропагандируемых в качестве лекарства для аналитической философии тем же Даммитом4, то вряд ли с этим согласится кто-либо, кто не страдает, как Даммит, раздвоением «философской личности». В самом деле, несмотря на свое восхищение Г. Фреге, который разделяет с Расселом репутацию основателя аналитической философии, взгляды Даммита в своей последней книге, вышедшей на итальянском языке, противоположны взгляды Фреге. Вообще, Даммит полагает, что философия языка Фреге была правильной, в то время как его философия математика в целом была ошибочной. Закономерной реакцией на принижение роли математики в аналитической философии является высказывание рецензента последней книги Даммита британский философ Д. Джиллис: «Хотя некоторые люди могут быть вдохновлены герменевтикой и феноменологией, я все-таки полагаю, что для продолжения работы в русле аналитической философии следует уделить некоторое время изучению ряда разделов математики и естественных наук... Так что мое предписание философам состоит в том, чтобы они знали те разделы математики и естественных наук, которые имеют философские следствия. Это занятие должно быть использовано не для попыток получить определенные результаты в этих областях..., но скорее для того, чтобы получить новые идеи для развития новых философских теорий»5.

2 Dummett M. The Origins of Analytical Philosophy. - Harvard University Press, 1993 — p ix

3 Hylton P. Review ofDummetts Origins of Analytical Philosophy /I Journal of Philosophy. 1995. - V. xcii, n.10. P.559.

4 Dummett M. La natura e ilfuturo della filosofia. - Geneva, ЛШ.

5  Gillies D. Review of Dummett s La natura e ilfuturo della fllosofia II British Journal for the Philosophy of Science. - 2003. - V. 54. - P. 507.
То обстоятельство, что в основе ряда фундаментальных математических идей лежат философские доктрины, не вызывает никакого удивления, поскольку сама идея бесконечности, центральный пункт всякого математического размышления, является глубоко метафизической концепцией. Еще более показательным примером является проблема существования математических концепций, которой собственно и посвящена в целом данная книга. В ожесточенных спорах между формалистами и интуиционистами по поводу того, что считать существующим, аргументы заимствуются в значительной степени из той же самой метафизики.

Метафизика как таковая не признает окончательных ответов. Привлечение метафизики к обсуждению проблем философии математики обрекает их на ту же участь. Трудно ожидать, что при обсуждении спорных философских вопросов математические выкладки внесут решающий вклад в пользу одной из сторон. Философов еще надо убедить в том, что эти математические результаты действительно важны для философского дискурса. В этом и состоит «посылка принцессы Маргарет», описанная в упоминавшейся выше моей «Философии математики». Больше того, иногда возникает такая ситуация, когда математические аргументы могут быть с обеих сторон столь же убедительными (или, что равносильно в некотором смысле, столь же неубедительными), что предполагаемая их поддержка философских аргументов обесценивается. Примером такой ситуации может служить недавняя интересная работа М. Балагера, симптоматично названная им «Платонизм и антиплатонизм в математике»6. В ней убедительно показано, что математические аргументы в пользу платонизма, несмотря на детальность и многочисленность, столь же убедительны, как и математические аргументы против платонизма. Для описания такой ситуации я предпочитаю эвфемизм «диалектика философского спора», использованный мною в «Философии математики» для описания ситуации со спорами вокруг интерпретации теоремы Левенгейма - Сколема. Незавершенность философских споров, мотивированных математикой проявляется довольно рельефно в том, что давно забытые доктрины переживают второе рождение, как это имеет место с «неологицизмом». Реабилитация классического логицизма Г. Фреге в работах К. Райта и Б. Хейла7, а также других философов, показывает, что аргументы, использованные для вынесения приговора логицизму как устаревшему направлению в
6  Balaguer M. Platonism and Anti-Platonism in Mathematics. - Oxford University Press, 1998.

7  Представительной работой этого направления является книга Wright С. Frege's Conception of Numbers as Objects. - Aberdeen University Press, 1983:
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ставят перед собой авторы научных книг, является подведение итогов в соответствующей области. В данном случае автор ставил перед собой совсем другую цель. Исследователю очень важно ориентироваться в море публикаций по философии математики, и очень важно дать представление о том, что же обсуждается в современных публикациях. Между тем, полное разнообразие тематики и богатство идей и направлений зачастую ставят в тупик тех людей, знакомство которых с текущим состоянием философии математики не позволяет им судить о значимости тех или иных суждении. Поэтому хотелось бы, чтобы читатель, открывая философский журнал со статьей по философии математики, не был полностью озадачен содержащимся в ней материалом. Именно эта цель и преследовалась в данной книге. Материал, представленный в ней, достаточно разнообразен, и смею заметить, дает некоторое представление о том, что делается в современной философии математики.
====

ГЛАВА 1. ОНТОЛОГИЯ МАТЕМАТИКИ
1. Математический платонизм
Классические направления в философии математики — логицизм, интуиционизм и формализм — в значительной степени противостоят платонизму. Тем не менее, многие элементы платонизма разделяются немалым числом философов и логиков, не говоря уже о том, что платонизм является неявной философией работающих математиков. Конфликт между платонизмом и другими направлениями в философии математики прежде всего касается онтологии, то есть, вопросов о том, что существует. Принимая во внимание специфику области, речь идет о том, какого рода объекты полагаются существующими с точки зрения математических теорий. Естественно, что при этом имеется в виду философский взгляд на математику, анализ ее логических посылок и структуры. В последнее время в философии математики особое внимание обращается на то обстоятельство, что философский анализ должен принимать во внимание математическую практику и обыденный математический дискурс вообще.

9

Несмотря на нежелательную ассоциацию с традиционными онтологическими спорами, следует признать, что без онтологии философия математики лишается слишком многого, и осознавая это, видный логик Э. Бет в свое время утверждал2:

Философия математики ...есть онтология математических объектов.

2 Beth Е. Mathematical Thought. - Dordrecht, Reidel, 1965. - P. 176.

3 Cиrrу R Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics. -Amsterdam, P. 30-31.

Целищев В.В. Онтология математики: объекты и структуры. — Новосибирск: Нонпарель, 2003. стр. 213 — 217

ГЛАВА 4. АБСТРАКТНЫЕ СТРУКТУРЫ
точки зрения математика исследует определенную категорию необходимых истин, не подверженных ограничениям, которые связаны с контингентным существованием. Это обстоятельство имеет значительное преимущество в том отношении, что нет необходимости постулировать особый мир необходимо существующих сущностей. Дело в том, что Хеллман не верит в существование возможных миров, и не является в этом отношении модальным реалистом. Ф.Чихара таким образом поясняет этот подход к возможным мирам: «Вся структура возможных миров является мифом, полезным для прояснения и объяснения модальных понятий, но миф при этом остается мифом»72. Вопрос об онтологическом статусе возможных миров является вопросом, по своей значимости требующим специального исследования73, а здесь следует отметить интересное противопоставление онтологии системы ее «структурного» антагониста — «идеологии» системы.

72 Chihara Ch. Constructabihty and Mathematical Existence. - Oxford University Press, 1990. - P. 60.
73  См, например: Целищев В.В. Философские проблемы семантики возможных миров. -Новосибирск: Наука, 1977.
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ГЛАВА 5. АНТИРЕАЛИЗМ И ОНТОЛОГИЯ
1. Идеология versus онтология
Значительная часть усилий в философии математики направлена на то, чтобы «облегчить» онтологические допущения математических утверждений. Во-первых, это номиналистические программы, стремящиеся избавиться от абстрактных объектов в пользу конкретных, физических объектов. Во-вторых, это программы онтологической редукции, стремящиеся минимизировать онтологические универсумы. В-третьих, это замена одной онтологии другой, возможно, не менее проблематичной по некоторым критериям, но более удобной для экспликации тех или иных философских доктрин, как это имеет место при экспликации концепций. Во всех трех случаях понятие абстрактного объекта в любой развитой теории связано с понятием онтологии. Между тем, ощутимый вклад в понятие абстрактного объекта вносит концептуальная схема теории. Такое понимание свойственно кантианской философии, и я не знаю лучшей иллюстрации этого тезиса, чем метафора А. Эддингтона1.
Он говорит об одиноком рыбаке, ловящем рыбу сетью с ячейками десять на десять сантиметров. Естественно, что в его сеть попадают морские создания, не меньшие определенной величины, поскольку остальные уходят сквозь ячейки сети. Будучи одиноким мыслителем, рыбак задумывается над природой своего улова, и приходит к закономерной мысли, что в море водятся создания, размер которых не меньше определенной величины. Важным ингредиентом метафоры является то обстоятельство, что у рыбака только одна сеть, и он не подозревает, что могут быть другие сети с другим размером ячейки. Однако если бы он знал о возможности других сетей, он догадался бы, что закон о размере рыб в море есть не столько объективный закон, сколько «закон сети». Концептуальная схема теории уподобляется Эддингтоном сети, и кантианский тезис состоит в том, что в познании объектов внешнего мира вклад концептуальной схемы неотделим от внешних факторов, в частности, от эмпирического опыта.
Таким образом, при обсуждении понятия объекта мы должны принимать во внимание не только онтологические соображения, но и роль концептуальной схемы. Эти соображения подтверждаются тем, что некоторые исследователи рассматривают философию математики Г. Фреге не как платонистскую, а как кантианскую2. Эту точку зрения разделяет X. Патнэм, полагая, что взгляды Г. Фреге на математические объекты следует рассматривать в менее онтологическом ключе. Все это означает, что нужно искать в структуре логики некоторый аналог вклада концептуальной схемы, на который можно было бы возложить часть бремени онтологических допущений теории. Для более полного понимания того, что собственно имеется в виду, рассмотрим пример с заменой одной онтологии другой при попытке разрешить проблему допустимости квантификации модальных контекстов.
Речь идет о понятии «идеологии» теории, выдвинутом В. Куайном в противоположность онтологии этой теории. Под идеологией понимается определенная часть концептуальной схемы, которую мы обязаны принять для признания теории истинной. Идеология относится к тому обстоятельству, какой сложности идеи выразимы в этой теории, и какова степень отношений и связей объектов теории. Дихотомия «онтология- идеология» может быть проиллюстрирована в связи с онтологическим статусом возможных миров. Большая часть противников признания за возможными мирами статуса реально существующих сущностей встречается со следующей дилеммой: с одной стороны, при квантификации модальных контекстов возможные миры являются значениями связанных переменных, и, следовательно, согласно критерию Куайна, их надо признать частью онтологии. С другой стороны, возможные миры столь отличны не только от обыденных физических объектов, но и от абстрактных объектов типа чисел и множеств, что онтология возможных миров становится трудно постижимой идеей. Выход из этой дилеммы можно найти, перенося часть «обязательств» онтологии на идеологию, то есть, на концептуальную схему. При этом возможные миры становятся в значительной степени частью идеологии. При квантификации модальных контекстов основная проблема состоит в конструировании так называемой индивидуирующей функции, устанавливающей идентичность индивидов в различных возможных мирах. Как мы уже указывали, первейшее условие выделения абстрактного объекта состоит в его индивидуации. Индивидуирующие функции являются значениями связанной переменной, но не являются частью онтологии. Идея экзистенциального квантора, который несет основную нагрузку в онтологическом плане, теперь включает две раздельные идеи: существование в конкретном возможном мире (онтология), и тождество объектов в различных возможных мирах (функциональность)3.
Я. Хинтикка показал, что методы идентификации объектов сквозь возможные миры могут быть разными. Если иметь в виду эпистемические модальности, тогда можно различить, по крайней мере, перцептуальную и дескриптивную квантификации. Один и тот же индивид может быть пересечением двух «мировых линий». Два вида кванторов отличаются не объектами, над которыми они пробегают в некотором конкретном возможном мире, а различными методами идентификации сквозь возможные миры. Квантификация в возможном мире есть проблема онтологии, а методы идентификации относятся к идеологии. Таким образом, объекты, над которыми пробегают кванторы в модальных контекстах, могут быть частью идеологии, а не онтологии.
1 Eddington A.S. The Nature of the Physical World. - N.Y., 1928.
2 К ним относятся Burton Dreben и Warren Goldfarb. Подобное прочтение Фреге можно найти в работе: Weiner J. Frege in Perspective. - Cornell University Press, 1996.
3 Hintikka Ja. Carnap s Heritage in Logical Semantics II The Intentions of Intentionality and Other New Models for Modalities. - Dordrecht, 1975. - P. 91.
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Далее, понятие идеологии можно проиллюстрировать на примере процедуры онтологической редукции. Рассмотрим интерпретацию теоремы Левенгейма - Сколема. Согласно этой теореме, любая интерпретируемая теория имеет модель в теории чисел. В терминах понятия «онтология» это значит, что любая онтология может быть сведена к онтологии целых чисел. В некотором смысле этот результат можно интерпретировать как современный вариант пифагореизма, поскольку в этом случае любая физическая теория оказывается чисто математической теорией, объектами которой являются не эмпирические закономерности, а числа. Чтобы избежать подобного рода заключений, которые противоречат как интуиции, так и всей эмпиристской философии, следует более тщательно относиться к переводу одной онтологии к другой. Идеология касается того содержания, которое сохраняется при подобного рода переводе4.
Онтологическая редукция к числам есть переинтерпретация некоторой теории Т к такому виду, когда примитивные предикаты теории Т становятся арифметическими предикатами теории чисел. Эти новые предикаты уже в теории чисел должны быть выражены в терминах логики предикатов. Идеология при онтологической редукции сохраняется, если все истинные утверждения теории Т переводятся в истинные утверждения теории чисел, и при этом истинные утверждения о числах делаются в арифметических терминах. Если же мы прибегаем к чему-то, выходящему за пределы именно арифметики, получается онтологическая редукция не только к числам, но и к каким-то другим сущностям, чья природа выясняется из дополнительных, не арифметических предикатов. При этом будет изменение идеологии теории по сравнению с идеологией редуцируемой теории. Это изменение вызвано как усложнением предикатов (появлением неарифметических предикатов), так и появлением не предусмотренных редукцией объектов. Известен тривиальный способ онтологической редукции в смысле отображения предложений в предложения с сохранением истинности. Каждое предложение р теории Т переводится в предложение Gx, где х есть геделево число предложения р, a G - предикат «истинно» в теории Т, удовлетворяемый.для тех и только тех геделевых чисел, которые являются числами истинных предложений теории Т. Примитивные предикаты теории Г принимают при такой редукции гораздо большее содержание, чем подразумевалось в Т, и в интерпретированном виде они не явля-
4 См.: Целищев В.В. Логическая истина и эмпиризм. - Новосибирск: Наука, 1974. - Гл. 1, параграф 4
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ются арифметическими предикатами, а имеют более сложный вид. Онтологическая редукция имеет целью перевести содержательные истины для одной онтологии в содержательные истины для другой онтологии. Однако в последнем примере такой перевод обесценивается усилением идеологии в сопоставлении с онтологией.
Из приведенных примеров становится ясно, что хотя идеология теории связана с ее онтологией, она не является частью онтологии: она не характеризует того, что существует с точки зрения теории, а характеризует выразимость свойств и отношений объектов онтологии. Однако следует сразу сказать, что подобного рода ситуация может возникнуть в эпистемической модальности, но не в элегической модальности. Между тем, структуралистские идеи элиминативисткого толка основываются на логической модальности. И в этом случае споры относительно того, какого рода модальность уместна при анализе математических утверждений, становятся вновь актуальными.
2. Значение математических терминов
Весьма влиятельным направлением в современной философии математики является так называемый неологицизм, представленный работами Н. Теннанта5, Криспина Райта6 и Роберта Хейла7. В значительной степени эти работы мотивированы взглядами М. Даммита на концепцию значения8. Согласно Даммиту значением выражения является то, что знает использующий язык субъект. Если человек понимает предложение, он должен постичь его значение, и если предложение постигается в процессе обучения, при этом происходит и процесс освоения значения предложения. Таким образом, в полном согласии с концепцией позднего Виттгенштейна, значение утверждения определяется его употреблением9.
Сомнение в том, что аксиомы «схватывают» значение термина в математической системе, направлены, прежде всего, против платонистских тенденций в теории значения. Противоположностью идее Виттгенштейна было бы признание того, что значение превосходит употребление. Но это означает, что значение должно быть доступно субъекту каким-то прямым образом. Современная эпистемология,
5 Tennant N. Anti-Realism and Logic. - Oxford University Press, 1987. Wright C. Frege s Conception of Numbers as Objects. - Aberdin University Press,
7 Hale R. Abstract Objects. - Oxford: Basil Blackwell, 1987.
8 Dummett M. Truth and Other Enigmas. - Harvard University Press, 1978.
9 Виттгенштейн Л. Философские исследования. - М: Гнозис, 1994.
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