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Математические доказательства и логические выводы: различия и сходство
Abstract. The basis of our approach is the Kantian understanding of mathematics as “cognition by constructing of concepts” [CPR, B741]. In my talk I’ll show that this Kantian approach can be applied to logic (logical proof), that allows to interpret (analyze) mathematical and logical proofs in a similar manner.
Будем исходить из того, что теория доказательств, связанная с программой формализации Г. Гильберта и возникающая в ХХ в. как ветвь математики (математической логики), изначально нацелена на исследование надежности (строгости) математических доказательств. Однако здесь можно поставить вопрос о том, является ли формализованное доказательство («логический вывод») по своему эпистемическому статусу тем же самым, что и исходное математическое доказательство, каковым мы его встречаем, например, в геометрических построениях (resp. трудах) Евклида? 
Для ответа на этот вопрос привлечем кантовскую трактовку математики как «познания посредством конструкции (конструирования) [из] понятий» [B741]
, благодаря чему математическому понятию «показывается a priori соответствующее [общезначимое] созерцание (например, в виде фигуры)» [там же; B299]. Заметим, что кантовское конструирование понятий состоит в экспликации их [процедурного] смысла путем помещения их в пространственную или временную среду, что позволяет над математическими предметами (представленными уже в виде созерцаний) совершить те или иные (допустимые) математические действия. Тем самым математика мыслится Кантом как двухуровневый (двухкомпонентный) способ познания. Математическая деятельность начинается с создания посредством дефиниций «чистых чувственных понятий» [B180] как представлений рассудка. Далее, в ходе конструировании понятий осуществляется спуск на уровень чувственности (воображения) и соотнесение понятия с общезначимым созерцанием — кантовской схемой. На этом уровне совершается творческая математическая деятельность того или иного типа: геометрические построения, алгебраические вычисления или логико-математические доказательства, каждая из которых, в свою очередь, представляет некоторую совокупность допустимых в этой среде локальных действий–операций (типа проведения прямых, деление чисел, etc). При подобном «спуске» за счет подключения чувственной интуиции происходит выход за пределы первоначального понятия и [синтетическое] приращение знаний, поскольку любое [динамическое] действие (в отличие от статичных понятий) представляет собой синтез нескольких представлений
. А результат этого синтеза путем обратного возврата (подъема) на рассудочный уровень фиксируется уже в новом понятии, или итоговом математическом суждении (как результате построения, вычисления или доказанной теоремы). Схематически математическую деятельность можно представить так: 
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Логический вывод на данной схеме можно представить как  формализацию перехода от исходного понятия (формулы) А к конечному понятию (формуле) В в подходящем языке. При этом понятно, что математическую деятельность как последовательность действий над предметами в созерцательных средах пространства и времени (нижняя часть схемы) нельзя полностью свести вербально-формализованному переходу (верхняя часть схемы). Более того, задачей формального доказательства является не моделирование реальной математической деятельности (например, геометрического построения при доказательстве теоремы о сумме углов треугольника), а обеспечение логической правильности (корректности) его осуществления. Поэтому структура математического «доказательства» отличается от ее логического аналога (т.е. «вывода») в формальном метаязыке.
Тем самым мы показали различие между математическим и логическим на примере геометрических построений, опираясь, прежде всего, на описание остенсивного (геометрического) конструирования [B741–753]
. Вместе с тем Кант выделяет также и символическое конструирование характерное для алгебры. В этом случае различие, кажется, не так велико, поскольку алгебраические действия выражаются посредством (вербальных) символов математических операций типа «+», «√» и др. Однако языковая близость не должна нас вводить в заблуждение, поскольку и в этом случае речь идет о реальных математических действиях, лишь выражаемых символически, а не о формальных логических переходах. Вместе с тем и сама логическая деятельность может быть рассмотрена как последовательность определенных логических действий по построению выводов с помощью соответствующих правил вывода. В этом случае кантовская характеристика математики как деятельности по «конструированию понятий» вполне может быть распространена и на логику.















� Здесь и далее даются ссылки на стр. 2-го изд. кантовской Критики.


� В структурном плане любое действие может быть представлено как синтез пары представлений «начальное состояние — конечное состояние (как результат действия)». Поэтому любое действие является синтетичным. Это, в частности, проясняет кантовский тезис о том, что, например, выражение «5 + 7 = 12», символизирующее операцию сложения двух чисел, имеет синтетический характер. Его синтетичность связана именно с действием сложения, которое синтезирует в единую целое — «сумму» — члены сложения. Поэтому не совсем корректно, как это делает Фреге в своих «Основоположениях арифметики», трактовать выражение «5 + 7 = 12» лишь как формальное равенство, поскольку за ним имплицитно присутствует [ментальное] действие по «конструированию понятия», т.е. собственно сложение, которое происходит на уровне [чувственного] созерцания как объединение единиц (или точек), содержащихся в числах 5 и 7. Соответственно, математический знак «=» означает здесь не столько равенство левой и правой части формулы, сколько оправданность перехода от левой части математического выражения  к ее правой части (как результату этого действия).


� Основанием для подобного разрыва выступает, по Канту, принципиальное различие между чувственностью и рассудком.





