С.Л. Катречко (Москва, НИУ ВШЭ)
Природа математических абстракций: логико–математический и философский (эпистемологический) подходы
(тезисы доклада на круглом столе «Диалог философии и математики в современной культуре»; СПб, 21.11.14; http://philosophy.spbu.ru/4071; http://philosophy.spbu.ru/dpf2014_programm; http://philosophy.spbu.ru/userfiles/dpf/dpf2014/50.pdf)
1. Основополагающим, в том числе и для моего доклада, выступает тезис о том, что математика является особым типом познавательной деятельности, отличным как от естествознания, так и от гуманитарных дисциплин (resp. философии). Платон и Аристотель размещают ее в середине шкалы познавательных способностей между «физикой» и мета–физикой
. Более точно математику можно определить как абстрактную науку, а ее специфику задать через «работу» с абстрактными объектами, которые отличаются как от конкретных объектов «физики» (естествознания), так и идеальных «объектов» метафизики
. С этим в той или иной мере согласны ведущие философы и математики ХХ в — ХХI вв.: Кантор, Фреге, Гильберт, Клини, Гудстейн, Колмогоров, Хинтикка, Залта, Шафаревич, Манин и др.
2. Современные логико-эпистемологические исследования показывают, что интуитивная понятность «абстрактных объектов» (например, таких математических концептов как числа, множества, бесконечности, etc.) вызывает серьезные трудности при попытке задания точного критерия абстрактности: см. анализ проблемы абстрактности в российской «Новой философской энциклопедии» [М. Новоселов
] и on–line энциклопедии Стэнфордского университета (Rosen
). Это связано с тем, что 1. существуют разные «типы» абстрактного
, которые нельзя подвести под одно определение, поскольку абстрактного представляет собой довольно размытое понятие по типу «семейного сходства» Витгенштейна; 2. для всего многообразия абстрактного не удается предложить единого [универсального] критерия его выделения (Розен
).
3. Наш подход к определению абстрактного (resp. абстрактных объектов) связан с кантовской концепцией математики как познания «посредством конструирования понятий» и принципом абстракции Юма – Фреге
, причем можно показать концептуальную схожесть этих подходов (в частности, кантовский тезис о том, что математические объекты вводятся посредством дефиниций [КЧР, B756], по сути, совпадает с их заданием посредством принципа абстракции Юма – Фреге).
4. Понимание математики как «работы» с абстрактными объектами, помимо выявления их специфики/природы, предполагает решение еще двух серьезных методологических проблем. Первая (психологическая) из них связана с выявлением (по-)сознательных механизмов генезиса абстрактного
, а вторая — с выявлением/уточнением их онтологического и эпистемологического статуса в свете кантовского вопроса о возможности математики как познавательной деятельности, т.е. [возможности] объективной значимости математических абстракций и, в частности, с ответом на вопрос о «непостижимой эффективности математики в естественных науках» (Е. Вигнер).
4.1. Могут ли математические абстракции быть образованы путем, восходящей к Аристотелю и Локку, процедуры абстрагирования? На наш взгляд — нет. Решение проблемы генезиса математических абстракций мы связываем с концепцией схематизма И.Канта и эйдетической интуицией (процедурой варьирования) Э. Гуссерля: см. приложение 1 (ниже).
4.2. Решение проблемы обоснования математики мы связываем с концепцией трансцендентального конструктивизма (прагматизма) И.Канта
: см. приложение 2 (ниже). 
Приложение 1. С.Л. Катречко «Математика как «работа» с абстрактными объектами» (фр. статьи)

…По сути дела, Кант своим введением математических объектов через дефиниции [В 755–60] специфицирует их в противовес конкретным (физическим) объектам в качестве абстрактных, т.е. получаемых посредством принципа абстракции Юма — Фреге (см. его формулировку выше). На сходство принципа абстракции с [кантовской] дефиницией указывает то, что мы можем записать его в форме (квази)определения: для любых (α)(β)((∑(α)=∑(β)) [Dfd] =df (α≈β) [dfn]); и даже в виде стандартного определения ∑(α/β) =df (α≈β), правда с потерей части информации о том, как этот объект конструируется. Тем самым принцип абстракции Юма – Фреге представляет собой некоторый модус кантовской дефиниции (и поэтому может быть назван принципом абстракции Юма – Канта – Фреге), в котором эксплицируется способ конструирования (генезиса) абстрактного объекта и информация о чем является определяющей при осуществлении [кантовского схематического] конструирования понятия. Так, если снова обратиться к кантовской дефиниции окружности, то она представляет собой метаобъект — линию, составленную из объектов более низкого уровня — точек, равноудаленных от центра, где признак «равноудаленности от центра» является основанием или дефиниенсом (в формуле: α ≈ β) для порождения этой [новой] абстракции (resp. нового дефиниендума Dfd окружности, т.е. ∑(α)).

Однако в принципе абстракции не прояснены два важных момента, а именно: механизм образования вводимой новой абстракции, т.е. вопрос о том, что (= какое действие?) скрывается за выражением «α ≈ β» (ср. теорией абстрагирования Гуссерля, которая также решает эту проблему), и вопрос об эпистемологической специфике получаемых таким образом математических понятий. Ответы на эти вопросы дает [кантовский] трансцендентализм, направленный на анализ сознательных «механизмов», лежащих в основе того такого вида нашего представления как абстракция. Можно сказать, что в отличие от преобладающего в настоящее время логико-формального подхода к анализу математики, Кант развивает прагматический подход, направленный на выявление специфику математики как человеческой деятельности, «математики с человеческим лицом».

Кантовский подход к пониманию математических абстракций существенно отличается от стандартных теорий абстрагирования, в том числе и от «эйдетической интуиции» Гуссерля, основанной на процедуре варьирования. Точнее, варьирование у Канта тоже присутствует в качестве одной из основных операций, но (и в этом состоит первая кантовская новация) это варьирование принципиально другого типа.

Математические предметы, вводимые посредством кантовской дефиниции представляют особый тип предметов, отличный от стандартных абстракций [естественных наук], которые, судя по всему, получены отвлечением (абстрагированием) от тех или иных характеристик конкретных объектов (Аристотель), или посредством эйдетической интуиции (Гуссерль), или путем кодирования того или иного свойства (Э. Залта). В общем, любое понятие, по Канту, представляет собой синтез, объединение в своем составе многих сходных предметов (по той или иной его характеристике) и обобщение этого сходства именно в данном понятии. Специфика же математики (по Канту) состоит в том, что ее «чистые чувственные понятия», каковыми являются математические абстракции, представляют собой обобщения по сходству действия (resp. отношения). В общем случае первичным математическим действием, обозначаемое символом ≈ в формальной записи, является отношение типа равенства («равно», «тождественно», «изоморфно», «конгруэнтно» и т.д.), в основе которого лежит операция сравнения. Соответственно, в случае с фрегевским «направлением» таковым является действие по проверке (или обнаружению) параллельности прямых, а в случае с кантовской окружностью — действие по проверке (обнаружению) равноудаленности точек от центра. Кант определяет такие [математические] понятия как схемы. Вот что он пишет по этому поводу: «Так, если я полагаю пять точек одну за другой... то это образ числа пять. Если же я мыслю только число вообще, безразлично, будет ли это пять или сто, то такое мышление есть скорее представление о методе (каким представляют в одном образе множество, например тысячу) сообразно некоторому понятию, чем сам этот образ, который в последнем случае, когда я мыслю тысячу, вряд ли могу обозреть и сравнить с понятием. Это представление об общем способе [т.е. алгоритме построения. — К.С.]… я называю схемой этого понятия»
. При этом в полученной абстракции/схеме это действие как бы «угасает», перемещается с поверхностного (Dfd) на глубинный (Dfn) уровень
, однако для человека, который не только читает математическую символику, но и практикует математическую деятельность, за этой символикой угадывается образующее его математическое действие. Например, в [натуральном] числе — это сумма его единиц или произведение его множителей и т.д.
Основанием для этой революционной новации Канта в понимании абстракции является его трансцендентализм, одним из основных предпосылок которого является выделение в составе нашей познавательной способности двух «основных стволов познания»: чувственности и рассудка, принципиально не сводимых друг к другу. В данном случае это означает, что за любым результатом познания, каковым и является рассудочное понятие, мы должны искать некоторое (ментальное) «действие», возможно уже относящееся к чувственности (воображению), как его трансцендентальное условие или основание. И поэтому абстракция является не операцией по отвлечению от некоторых признаков исходного понятия с целью получения более абстрактного понятия, схожей по своему действию с операцией логического обобщения (принцип абстракции Юма – Фреге), и не эйдетической интуицией Гуссерля
, а некоторым пред-рассудочным [ментальным] действием
, связанным с построением созерцательного аналога пред–понятия — кантовской схемы. Так, в основе (образования) математической абстракции окружности (которые, как мы вслед за Галилеем помним, в «природе не встречаются») лежит некоторое действие по равноудаленному расположению точек от центра окружности. Тем самым Кант вместо логического подхода к анализу математики (в том числе, и к образованию математических абстракций), характерного для современных — логизированных — программ обоснования математики (логицизма, формализма, конструктивизма и даже структурализма; интуиционизм в этот список не входит!) предлагает (в рамках своего трансцендентализма) трансцендентально–прагматический подход, суть которого выражается следующей максимой: за каждым рассудочным концептом ищи соответствующее, т.е. обосновывающее ее, [ментальное] действие. Соответственно, правомерность вводимых математических абстрактов обосновывается Кантом не посредством аксиоматического метода (хотя о нем Кант, применительно к математике, также говорит), за счет чего неявно задаются свойства абстрактного объекта, а посредством поиска лежащих в основании той или иной абстракции «[ментальных] действий» по ее построению: характеристики и область применения той или иной абстракции обуславливаются возможными действиями с той или иной абстракцией и/или запретом тех [математических] действий, которые невозможны, т.е. несовместимы дефиницией абстракции. [И здесь опять можно указать на сходство кантовской мысли с античным (нео)платонизмом, с подходом к обоснованию математики неоплатоника Прокла, который впервые поставил и рассмотрел вопрос об особом статусе математических объектов, неприменимости к ним физических действий и необходимостью постулировать для «работы» с ними особые «фантазийные» действия: например, геометрическая точка не может двигаться обычным физическим образом и для нее необходимо постулировать особый механизм движения путем истечения
.]
Обратим внимание на то, что по своей прагматической направленности трансцендентализм Канта схож с программой эрлагенского конструктивизма (как одной из программ обоснования математики; П. Лоренцен
 и др.), но его принципиальное отличие в статусе «действий»: это не какое-то физическое действие («конструкция»), обосновывающее то или иное математическое понятие, например соотнесение «прямой» с лучом света, а некий ментальный способ процедурной развертки декларативного понятия под именем схем. При этом можно показать, что кантовский трансцендентализм лежит в основе известных программ обоснования математики ХХ в.: формализма (формальное задание объектов), конструктивизма и интуиционизма (опора на чувственные созерцания), — хотя концептуально наиболее близок математическому интуиционизму
. Хотя, как мы покажем ниже, трансцендентализм отличается от интуиционизма в одном важном отношении, поскольку по своему онтологическому статусу трансцендентальное отличается не только от эмпирически–объективного (трансцендентного), но и от субъективно–ментального (имманентного).

Следующей новацией Канта, выступающей продолжением и следствием первой, и проявлением его трансцендентально-прагматического подхода является его трактовка математики в качестве «познания посредством конструирования понятий»
.
Важнейшей в этой связи выступает гл. «Об основании различения всех предметов вообще на phaenomena и noumena»
 Критики [особенно, фр. В 298 – 300 и далее], где в концентрированном виде излагается суть как трансцендентализма в целом, так и кантовская позиция относительно «семантики» математического способа познания. Здесь Кант подчеркивает, что без предмета (resp. эмпирического созерцания) понятия, в том числе и «чистые чувственные» понятия математики, «не имеют никакого смысла (объективной значимости) и совершенно лишены содержания» [B 298], поскольку они «суть лишь игра воображения или рассудка своими представлениями» [там же]. И потому «необходимо сделать чувственным всякое абстрактное понятие (выделено мной. — К.С.), т.е. показать соответствующий ему объект в созерцании, так как без этого понятие… было бы бессмысленным, т.е. лишенным значения» [B 299]. И далее Кант продолжает: «… математика выполняет это требование, конструируя фигуру, которое есть явление, принадлежащее нашим чувствам, хотя и созданное a priori» [B 299; ср. с фр. B 741 ниже].
….
Тем самым математика полагается Кантом в качестве сложного двухуровневого (и двухкомпонентного) способа познания. Она начинается с создания посредством дефиниций «чистых чувственных понятий», которые как представления рассудка отличаются и от эмпирических понятий теоретического естествознания, и от чистых рассудочных понятий метафизики. Их сущностная специфика состоит в том, что они образованы посредством «произвольного [свободного] синтеза [нашего ума]»
, т.е. содержат в себе некоторое математическое [ментальное] действие. Далее, при конструировании понятий осуществляется спуск на уровень (квази)чувственности (или воображения; уровень «глубинной информации») и соотнесение понятия с общезначимым созерцанием — схемой. Здесь, как бы при обратном прочтении (слева – направо) принципа абстракции, происходит декодирование понятия: оно представляется как набор объектов более низкого уровня, находящихся в некоторой [пространственно–временной] среде и связанных между собой отношением типа «равенства». При этом возможно, что процесс спуска/декодирования будет осуществляться несколько раз (в зависимости от уровня абстрактности понятия и поставленной задачи
). Причем именно здесь и совершается творческая математическая деятельность соответствующего типа: геометрические построения, алгебраические вычисления или логико-математические доказательства, каждая из которых, в свою очередь, представляет некоторую совокупность допустимых в этой среде локальных действий–операций (типа проведения прямых, деление чисел или применение правила modus ponens в логическом выводе). Можно сказать, что на этом этапе задействуется пространственная и/или временная чувственная интуиция. За счет этого происходит выход за пределы первоначального понятия и [синтетическое] приращение знаний, поскольку любое [динамическое] действие (в отличие от статичных понятий и созерцаний) представляет собой синтез по крайней мере двух представлений
. А результат этого синтеза путем обратного возврата (подъема) на рассудочный (понятийный) уровень фиксируется как формальный результат построения, вычисления или доказанной теоремы. Схематически математическую деятельность, по Канту, можно представить так: 




       («конструирование понятия как спуск»)                                     («обратный подъем наверх»)

Обратим еще раз внимание на важное различие кантовской прагматико-конструктивной концепции и современного логизированного подхода к пониманию математики. На приведенной схеме мы различили собственно математическую деятельность (т.е. реальный процесс математического построения, вычисления или доказательства) как «действие» в созерцательных средах (пространства и времени) в нижней части схемы и ее логическое оформление, которое может быть представлено в верхнем блоке схемы как формально–логический переход от понятия (формулы) А к понятию (формуле) В, причем первое нельзя полностью свести ко второму
. Заметим также, что кантовское конструирование понятий как отсылка к выполнению некоторых (допустимых!) действий над математическими предметами, в ходе которых они могут преобразовываться согласно математическим правилам привлекательно и в следующем отношении. Спектр логических действий с понятиями ограничен: они могут изменяться лишь логически в небольшом диапазоне (разделение, пересечение и объединение понятий), а кантовский «спуск» на уровень созерцаний (как процедура «конструирования» понятий) позволяет расширить спектр возможных действий или преобразований с уже математическими предметами: например, поделить треугольник пополам или провести через одну из его вершин прямую, — а также соотносить его с другими предметами–созерцаниями или разложить исходный предмет на свои составные части.
Приложение 2.
С.Л. Катречко

Трансцендентальный конструктивизм как программа обоснования математики 

Abstracts. Современная математика работает со сложными абстрактными объектами и поэтому возникает проблема отличения "хороших" математических объектов от "плохих". Одним из подходов для решения этой проблемы является восходящий к Канту трансцендентальный конструктивизм: приемлемыми математическими объектами являются лишь те, которые могут быть сконструированы при помощи некоторых «действий чистого мышления». Кант определяет математику как «познание посредством конструирования понятий" и выделяет два типа такого конструирования: остенсивное (геометрическое) и символическое (алгебраическое). В современной математике используются оба типа конструирования, которые в современной математической практики тесно переплетены между собой в рамках единой математической конструкции.

1. Под трансцендентальным Кант понимает исследование, «занимающееся не столько предметами, сколько видами [способами] нашего познания предметов, поскольку это [способ познания. — С.К] должно быть возможным a priori [1, 44]. Таким «видом познания» в нашем случае является математическая деятельность, суть которой Кант определяет как «познание посредством конструирования понятий» [1, 423], что предполагает совместную работу рассудка и воображения. При этом Кант ставит перед собой задачу выявить идеализированную модель математической деятельности, осуществляемой Математиком.
Современная математика работает со сложными абстрактными объектами и поэтому возникает проблема различения "хороших" и "плохих" математических объектов. Одним из подходов решения этой проблемы является кантовский трансцендентальный конструктивизм, который заключается в исследовании «действий чистого рассудка» [1, 73], связанной с той или иной сферой деятельности (в нашем случае — с математикой). Соответственно, можно сформулировать трансцендентальный критерий «хороших» математических объектов: приемлемыми математическими объектами являются лишь конструктивные объекты, т.е. такие математические абстракции, которые могут быть сконструированы посредством тех или иных ментальных конструкций.

Тем самым можно сказать, что кантовский трансцендентализм выступает концептуальным (философским) основанием математического интуитивизма и конструктивизма. Вместе с тем, трансцендентальный конструктивизм имеет свою специфику и отличается, например, от эрлангенского конструктивизма [2]. Принципиальным здесь выступает вопрос об онтологическом статусе. В случае эрлангенской программы, математические объекты (процедуры) рассматриваются как аналоги физических объектов (процедур) и, вследствие этого, должны соотноситься с некоторыми физическими действиями. Кантовский же конструктивизм вполне совместим с платоновским пониманием идеальной природы математических абстрактов
, хотя и требует их не только формального, но и конструктивного задания с помощью «действий чистого рассудка» (конструктивизм vs. формализм).
2. Скажем несколько подробнее о кантовской концепции математической деятельности
. Ключевым здесь является следующий кантовский фрагмент:

«Математическое знание есть знание посредством конструирования понятий. Но конструировать понятие — значит показать a priori соответствующее ему созерцание. Следовательно, для конструирования понятия требуется не эмпирическое созерцание, которое, стало быть, как созерцание есть единичный объект, но тем не менее, будучи конструированием понятия (общего представления), должно выразить в представлении общезначимость для всех возможных созерцаний, подходящих под одно и то же понятие. Так, я конструирую треугольник, показывая предмет, соответствующий этому понятию, или при помощи одного лишь воображения в чистом созерцании, или вслед за этим также на бумаге в эмпирическом созерцании, но и в том и в другом случае совершенно a priori, не заимствуя для этого образцов ни из какого опыта. Единичная нарисованная фигура эмпирична, но тем не менее служит для выражения понятия без ущерба для его всеобщности, так как в этом эмпирическом созерцании я всегда имею в виду только действие по конструированию понятия
, для которого многие определения, например величины сторон и углов, совершенно безразличны, и потому я отвлекаюсь от этих разных [определений], не изменяющих понятия треугольника» ([1, 423]; выделено жирным и подчеркиванием нами. — С.К.).

В качестве иллюстрации Кант приводит теорему о равенстве суммы углов треугольника 180° и показывает, что для получения доказательства теоремы необходимо произвести ряд геометрических построений: проведение дополнительной прямой через одну из вершин треугольника и продолжение через ту же вершину двух других его сторон, — которые и являются теми ментальными действиями, при помощи которых осуществляется «конструирование понятия», т.е. доказывается истинность искомой теоремы.
3. Важнейшим для понимания кантовской концепции математики является проводимое им различие между «эмпирическим созерцанием» — например, вот этим нарисованным треугольником — и «общезначимым созерцанием» как «действием по конструированию понятия [треугольника]»
. Математика не может ограничиться единичными созерцаниями, так как это лишило бы ее статуса аподиктичного знания. Однако в ХХ веке с подачи Гильберта кантовский подход был представлен в несколько ином свете. Гильбертовская интерпретация Канта (которая и привела его к созданию формализма как программы обоснования математики) связана с тем, что в ней делается акцент на второе предложение процитированного фрагмента, где говорится о необходимости соотнесения понятийных (абстрактных) конструкций с созерцанием, причем созерцание трактуется Гильбертом как чувственно–наглядное, например как конечная строчка типографских значков (ср. с определением доказательства у Гильберта)
. На наш взгляд, такая позитивистская интерпретация Канта значительно обедняет его подход и лишает его эвристической силы, поскольку при этом остается непонятным, каким образом применить этот (якобы кантовский) критерий соотнесения с наглядным созерцанием для абстрактных ненаглядных математических концептов современной математики. Суть нашей интерпретации состоит в том, что данный фрагмент Канта должен быть соотнесен скорее не с его тезисом о наглядности созерцаний, а с его учением о схематизме: при соотнесении понятия с созерцанием, нас интересует не столько наглядность [образа], сколько способ его построения, т.е. кантовская схема. В этом случае кантовский подход вполне применим и к не-геометрическим абстракциям. Вот что, например, пишет Кант по поводу представления понятия числа: «если же я мыслю только число вообще, безразлично, будет ли это пять или сто, то такое мышление есть скорее представление о методе [т.е. схеме. — К.С.] (каким представляют в одном образе множество, например тысячу), чем сам этот образ, который в последнем случае, когда я мыслю тысячу, вряд ли могу обозреть и сравнить с понятием…» [1, 124]
.

4. Для понимания кантовской концепции математики надо учесть также то, что вместе с описанным выше остенсивным (от лат. ostentus — показывание, выставление напоказ) конструированием, характерным для геометрии, Кант рассматривает еще один тип символического конструирования, используемого при работе с алгебраическими объектами:

«Математика конструирует не только величины (quanta), как это делается в геометрии, но и величину как таковую (quantitas), как это делается в алгебре, совершенно отвлекающейся от свойств предмета, который должно мыслить согласно такому понятию величины. Она избирает себе при этом определенные обозначения для всех конструирований величин вообще (чисел), каковы сложение, вычитание, извлечение корня и т. д.; затем, обозначив общее понятие величин в их различных отношениях, она изображает в созерцании соответственно определенным общим правилам все операции, производящие и изменяющие величину, когда одна величина должна быть разделена другой, она соединяет их знаки по обозначающей форме деления и т. п. и таким образом с помощью символической конструкции, так же как геометрия с помощью остенсивной, или геометрической, конструкции (самих предметов) достигает того, чего дискурсивное познание посредством одних лишь понятий никогда не может достигнуть» ([1, 425]; выделено жирным мной. – С.К.).
При анализе алгебры как более сложном (абстрактном) типе математической деятельности хотелось бы обратить внимание на два обстоятельства. Во-первых, одной из конституирующих черт алгебры является использование «языка х–ов и у–ов», или переход к метаязыку переменных, который позволяет исследовать не только свойства определенных величин как это делается в арифметике, например специфику четных чисел, но и свойства величин вообще (resp. общих величин), значение которых произвольно
. Во-вторых, не менее важным, хотя на это практически не обращается внимание, является то, что язык алгебры обладает выразительными возможностями для выражения не только абстрактных символов, но и операций («действий»), производимых с ними (см. цит. п. 4 выше). По сути дела, математический [алгебраический] язык является языком особого рода — процедурным, а не декларативным языком, фиксирующим способы работы с математическим объектами, т.е. как надо осуществлять то или иное математическое действие.
Более того, если раньше процедурный характер языка был прерогативой лишь алгебры, то в настоящее время это относится ко всем разделам современной — абстрактной — математики: никакой логико–математический язык без специальных знаков для выражения операций над математическими объектами невозможен. Причем очевидно, что символическое конструирование гораздо прозрачнее остенсивного, поскольку при остенсивном конструировании действия явно не «сказываются», а лишь «показываются» (Витгенштейн) путем их реального осуществления в ходе геометрического построения, хотя и могут эксплицироваться — путем описания способов конструирования — в метаязыках.

Сформулируем наш итоговый тезис. В современной абстрактной математике действуют оба типа кантовского конструирования, которые тесно переплетены между собой в рамках единой математической конструкции. В частности, остенсивные — a la геометрические — конструкции широко используются в логико-математических (квази–алгебраических) теориях. В качестве примера можно указать на использование в силлогистике круговых диаграмм Эйлера, с помощью которых наглядно представимы отношения между понятиями, или теорию графов, а также секвенциальные деревья и субординантные выводы натуральных исчислений, которые являются созерцательными конструкциями выводов в логических исчислениях разного типа.

5. В качестве примера, подтверждающим наш тезис о тесном переплетении в современных математических доказательствах остенсивного и символического конструирования, рассмотрим интуиционистское задание континуума (действительного числа)
.

Пусть нам дано некоторое действительное число, которое символически представимо как бесконечная десятичная дробь, например 0, 534…. Следуя Канту, мы должны соотнести этот «символ», или синтаксическое «понятие», с некоторым созерцанием, например с некоторой точкой на отрезке [0, 1]. Точнее, собственно остенсивная конструкция задания подобной алгебраической дроби состоит в последовательном разбиении отрезка пополам (1 шаг). При осуществлении подобных делений искомое число оказывается либо в правой, либо в левой части полуотрезка: в нашем случае после первого деления 0, 534… окажется в правой половине отрезка, т.к. оно начинается с цифры 5, после второго деления — в левой правой четверти правой половины, т.к. вторая цифра нашей дроби 0, 53… меньше 5 и т.д. Тем самым итеративное осуществлении данной процедуры будет все точнее и точнее задавать месторасположение искомого числа. Однако современная математика на этом не останавливается и предлагает заменить «приблизительную» геометрическую конструкцию более строгой алгебраической. Описанную выше процедуру деления отрезка пополам она представляет с помощью точного [алгебраического] алгоритма, т.е. надстраивает над первоначальной остенсивной конструкцией другую — символическую — конструкцию (2 шаг). При этом существенным образом используются интуиционистское понятия потока и свободно становящейся последовательности. Дадим точное описание алгоритма:

Определение. Поток M — это совокупность из закона потока ΔM и дополнительного закона ΩM.

Закон потока делит кортежи натуральных чисел на допустимые и недопустимые, дополнительный закон сопоставляет допустимым кортежам произвольные математические объекты. Закон потока должен удовлетворять следующим условиям:

1. Пустой кортеж <…> является допустимым;

2. Для любого допустимого кортежа <a1, ..., an> найдётся по меньшей мере одно натуральное число k, для которого кортеж <a1, ..., an, k> также будет допустимым;

3. Для любого допустимого кортежа <a1, ..., an, k> кортеж <a1, ..., an> также является допустимым.

Свободно становящиеся последовательности натуральных чисел {ak}, для которых при любом n кортеж <a1, ..., an> является допустимым по закону потока M, называются допустимыми свободно становящимися последовательностями. Отвечающие им последовательности {Ω (ak)} называются элементами потока M.
Теперь определим отрезок [0, 1] как следующий поток рациональных отрезков:

1. Закон потока: Допустимыми по закону потока считаются кортежи, все элементы которых равны 1 или 2;

2. Дополнительный закон: Пустому кортежу ставится в соответствие отрезок [0, 1]. Далее, если кортежу <a1, ..., an> поставлен в соответствие отрезок [a, b], то кортежу <a1, ..., an, 1> ставится в соответствие отрезок [a, (a + b)/2], а кортежу <a1, ..., an, 2> — отрезок [(a + b)/2, b].

Элементы этого потока (точнее: последовательности вложенных рациональных отрезков) называются действительными числами.

Приведенный алгоритм максимально точно задает понятие действительного числа, но для того чтобы сделать понятнее и нагляднее предложенный алгебраический алгоритм потока должен быть соотнесен с созерцанием, т.е. с вторичной остенсивной конструкцией. Это делается в завершающем описании алгоритма следующим образом (шаг 3), поскольку поток может быть представлен двоичным деревом, из каждой вершины которого выходит по меньшей мере одна ветвь, и на каждую вершину которого навешен тот или иной математический объект. Допустимые свободно становящиеся последовательности натуральных чисел, т.е. бесконечные десятичные дроби, с помощью которых представляются действительные числа, можно представить в виде бесконечных путей в таком дереве.
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� См., например, платоновский четырехчастный отрезок в «Государстве» (кн.6; 509e – 511c), иллюстрацией к которому служит известный платоновский миф о пещере (кн.7).


� Аристотель О душе //Аристотель. Сочинения. М.: Мысль, 1975. Т. I. С. 374.


� См: � HYPERLINK "http://iph.ras.ru/elib/0019.html" ��http://iph.ras.ru/elib/0019.html�/.


� См.: � HYPERLINK "http://plato.stanford.edu/entries/abstract-objects/" ��http://plato.stanford.edu/entries/abstract-objects/� .


� Так, Новоселов [Новоселов М.М. Логика абстракций. М.: ИФРАН, 2000], выделяет абстракцию неразличимости, абстракцию индивидуации, изолирующую абстракцию (Аристотель), абстракцию отождествления и др.


� В своей статье Г. Розен рассматривает различные критерии абстрактного: абстрактное как внепространственно-вневременное, абстрактное как каузально неэффективное и др. и показывается их неуниверсальность.


� � HYPERLINK "http://en.wikipedia.org/wiki/Hume's_principle" �http://en.wikipedia.org/wiki/Hume's_principle�.


� Заметим, что принцип абстракции определяет лишь формальную корректность задания/введения математических объектов, но ничего не говорит о механизмах из генезиса.


� Трансцендентальный конструктивизм/прагматизм надо отличать, с одной стороны, от трансцендентальной прагматики (К.–О. Апель, Ю. Хабермас): трансцендентальное действие (Канта) — это, в каком-то смысле ментальные действия нашего сознания, а не «коммуникативные действия», или прагматизм в духе Пирса; а, с другой стороны, он программы эрлагенского конструктивизма (П.Лоренцен, Г.Динглер), которые предлагают интерпретировать математические объекты и  действия физикалистски.


� См.: Катречко С.Л. Математика как «работа» с абстрактными объектами: онтолого–трансцендентальный статус математических абстракций» [в печати; изд-в МГУ им. М.В.Ломоносова]. Статья подготовлена при поддержке Российского гуманитарного научного фонда (гранты № 12–03–00503а, 15–03–00866а), а также поддержано программой «Научный фонд НИУ ВШЭ» в 2014/2015 гг. (гранты №№ 14–01–0195, 14–09–0199). Данная статья является продолжением нашей статьи: Катречко С.Л. Трансцендентальный анализ математической деятельности: абстрактные (математические) объекты, конструкции и доказательства //Доказательство: очевидность, достоверность и убедительность в математике, 2014. с. 86 – 120. Впервые наше понимание математики как «работы» с абстрактными объектами в моих докладах на Московском семинаре по философии математики «Мета-философский подход к философии математики: математика как "работа" с абстрактными объектами» (18.06.2010; � HYPERLINK "http://www.philosophy.ru/library/katr/phil_math/katr_philmath_doclad_18062010.doc" ��http://www.philosophy.ru/library/katr/phil_math/katr_philmath_doclad_18062010.doc�) и «Трансцендентальный анализ математического знания: математика как "работа" с абстрактными объектами (Платон, Аристотель, Кант, Фреге, Гильберт, Гудстейн, Хинтикка, Залта) (18.03. 2011; � HYPERLINK "http://www.philosophy.ru/library/katr/phil_math/katr_philmath_doclad_18032011.doc" ��http://www.philosophy.ru/library/katr/phil_math/katr_philmath_doclad_18032011.doc�).


� Там же, с. 158.


� Ср. с различением «поверхностная vs. глубинная информация» Хинтикки [Хинтикка Я. Поверхностная информация и глубинная информация //Его же Логико-эпистемологические исследования. М., Прогресс, 1980. с.182 – 228].


� Заметим, что Кант отвергает любые типы интеллектуальной интуиции и оставляет только чувственную интуицию, хотя гуссерлевская процедура («действие») варьирования вполне вписывается в кантовский трансцендентальный прагматизм.


� Рассудок, по Канту, «работает» с уже готовыми понятиями и суждениями.


� См.: Гайденко П.П. История греческой философии в ее связи с наукой. М.: ПЕР СЭ, 2000. с.154.


� Lorenzen P. Konstruktive Wissenschaftstheorie. Frankfurt, 1974.


� Катречко С.Л. Кантовы основания программ обоснования математики //Философия математики: актуальные проблемы. Материалы Международной научной конференции 15 – 16 июня 2007. М.: изд. Савин С.А., 2007, с. 69 – 72.


� Там же, с. 528.


� Там же, с. 234 – 248.


� Там же, 538 [В757]; вставки в квадратных скобках мои; — К.С. Ср. с гуссерлевским варьированием!


� Соответственно, и конкретизирующие эти абстракции «спуски» также будут многоуровневыми, причем промежуточные «спуски» будут спусками на уровень не чувственности (воображения), а предшествующий рассудочный уровень: см. фр. [А 109]. Однако в конечном итоге необходимо «сделать чувственным всякое абстрактное понятие» [В 298], т.е. осуществить «спуск» на уровень чувственного созерцания, т.е. к единичному ментальному образу или к геометрическому чертежу.


� Трансцендентальный прагматизм проясняет тезис Канта о синтетическом характере математических суждений. Структурно любое действие может быть представлено как пара представлений «начальное состояние — конечное состояние». Поэтому любое действие синтетично. В частности, синтетично суждение «5 + 7 = 12» как результат операции сложения двух чисел. Его синтетичность связана именно с действием сложения, которое объединяет в единое целое (сумму) члены сложения: «действие» [сложение] и придает сумме синтетический характер. Поэтому нельзя, как это делает Фреге (см. его «Основоположения арифметики») трактовать запись «5 + 7 = 12» лишь как формальное равенство [рассудка], поскольку за ним скрыто реальное [ментальное] действие по конструированию понятия, или сложение, которое происходит на уровне [чувственного] созерцания как объединение единиц, содержащихся в 5 и 7. В этом смысле математический знак «=» означает не равенство левой и правой части формулы, а переход (= действие сложения) от левой части математического выражения к ее правой части (как результата этого действия). На приведенной ниже схеме переход от понятия А к понятию В является аналитическим на «поверхностном» (логическом) уровне, но является синтетических на «глубинном» уровне математических действий.


� Ср. с предшествующей сноской: «При этом, вслед за И. Лакатосом («Доказательства и опровержения»), имеет смысл различать собственно доказательство [как набор математических действий] и его логическое оформление, которое есть последовательность шагов, каждый из которых представляет собой или аксиому, или получен из предшествующих по оному из правил вывода (определение логического вывода по Гильберту). Однако первое нельзя полностью сводить ко второму, поскольку задачей логического «образа» доказательства является не непосредственное моделирование собственно математической деятельности (resp. реального процесса доказательства), а лишь обеспечение логической правильности его осуществления. Поэтому следует различать структуру реального процесса [математического] доказательства и его логическое оформление в некотором формальном метаязыке».


� Полностью данный текст не опубликован. На его основе была подготовлена �HYPERLINK "http://www.philosophy.ru/library/katr/katr_trans_konstruct.ppt"��презентацию доклада� на конференции по философии математики (Москва, МГУ, июнь 2009). См. также мои более ранние статьи, в частности � HYPERLINK "http://www.philosophy.ru/library/katr/my_text/katr_math_transzendental1.html" �http://www.philosophy.ru/library/katr/my_text/katr_math_transzendental1.html�.


� Вот как Платон определяет специфику математики в «Государстве»: «Те, кто занимается геометрией, счетом и тому подобным, предполагают в любом своем исследовании, будто им известно, что такое чет и нечет, фигуры, три вида углов и прочее… [И] когда они пользуются чертежами и делают отсюда выводы, их мысль обращена не на чертеж, а на те фигуры, подобием которых он служит [чертеж же является «образным выражением того, что можно видеть не иначе как мысленным взором» (там же)]. Выводы свои они делают только для четырехугольника самого по себе и его диагонали, а не для той диагонали, которую они начертили…» [510 d–e; вставки и выделение сделаны нами. — С.К.].


� Подробнее об этом мы говорим в наших работах [3, 4].


� Ср. с приведенными ранее словами Канта о трансцендентальном как «…действиях чистого рассудка».


� См. в цитате выделенные нами жирным те места, которые говорят об этом.


� Речь, прежде всего, идет о докладе Д. Гильберта «О бесконечном» [5].


� Продолжая, Кант дает определение схемы: «…Это представление об общем способе, каким воображение доставляет понятию образ, я называю схемой данного понятия» [там же].


� Принципиальное различие арифметики и алгебры можно задать следующим образом. Решение [конкретного] примера 2 + 3 = ? есть задача арифметическая, а решение уравнения 3 + х = 5 является уже задачей алгебраической. Возникновение собственно алгебры можно связать с «Арифметикой» Диофанта (III в. до н.э.), в котором впервые стала использоваться алгебраическая символика (язык х-ов и у-ов).


� Доказательство было приведено аспирантом мехмата С. Шашковым (2008) в его докладе по статье Л.Э.Я. Брауэра «Сознание, философия и математика» [см. � HYPERLINK "http://www.philosophy.ru/library/katr/translate/Benacerraf-P-H-Putnam-Eds.pdf" ��http://www.philosophy.ru/library/katr/translate/Benacerraf-P-H-Putnam-Eds.pdf�].





